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Resume 

On definit plusieurs approximations du processus des temps locaux (Lf )t^o au niveau x du mouvement brownien 
reel (X t ). En particulier, on montre que § f* X+ +e)At l {Xu<0 }du+^ f* X^ u+e)M l {Xu>0} du et f f* X-l {X(u+t)At>0} du 
convergent au sens ucp vers L° t , lorsque e — * 0. D'autre part, on montre que \ f Q (Q{ x <x g+e } — R{x<x B })(X a + e — 
X s )ds converge vers Lf dans L 2 (Q) et que la vitesse de convergence est d'ordre e a , pour tout a < |. 

Abstract 

Some Brownian local time approximations 

We give some approximations of the local time process (Lf)t>o at level x of the real Brownian motion (Xt). We 
prove that § f* X+ u+e)At l {x ^o}du + | / * X^ u+e)M l {Xu>0} du and f /„' X t 7l {X(ii+e)At>0} d? i converge in the ucp 

sense to L? , as e — * 0. We show that j J * (l{ a: <x i . +e } — l{a:<x s })(^s+e — X s )ds goes to in L 2 (f2) as e — > 0, and 
that the rate of convergence is of order e a , for any a < \. 

Mots-cles: temps local, integration stochastique par regularisation, variation quadratique, vitesse de convergence, 
classification AMS: 60G44, 60H05, 60H99, 60J55, 60J65. 



Dans cette Note, le processus X est continu, et la convergence en probabilite, uniformement sur les 
compacts, sera notee ucp (voir Section II. 4 de [3]). 



1. Definition du premier schema d'approximation 

1.1. II existe deja de nombreuses approximations du temps local de larges classes de processus (voir [1], 
[2], [4]). L'objectif de cette Note est de presenter de nouveaux schemas d'approximation du temps local 
du mouvement brownien standard reel et de certaines martingales browniennes. On se place dans le cadre 
de l'integration par regularisation definie par Russo et Vallois ( [5], [7], [8]). On rappelle (c.f. [7]) que la 
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covariation [X, Y] est la limite au sens ucp de \ J * (Y s+£ — Y s ) (X s+e — X s ) ds, si cette limite existe. On 
definit 

1 /"* 

J e (t, y) = - ( %<x s+e} - K {y<Xs} ) (X s+e - X s ) ds, yeR,t> 0. (1) 
e Jo 

1.2. II est facile de montrer que si / <G C°(M) et X admet une variation quadratique [X, X], alors 

lim (ucp) [ f(y)Je(t,y)dy= [ f(X s )d[X,X] s , f e C°(R). (2) 

JR JO 

Lorsquc X est une semi-martingalc, [X, X] est egal a la variation quadratique usuelle et X a un processus 
des temps locaux (L^a^t^o- La formule de densite d'occupation permet d'ecrire (2) sous la forme : 

lim (ucp) f f(y)J e (t,y)dy = I f(y)L y t dy, f e C°(K). 

Ce qui suggere de montrer la convergence de J e (t,y) vers if, quand e tend vers 0. Compte tenu de (1), 
cette question est cquivalente a [!{ y< x y, X] t = L\. 

Pour simplifier les notations, on prend y — et on note simplement J e (t) = J e (t, 0). 



2. Convergence de J £ (t) 

On peut decomposer d'une maniere naturelle J e (t) en une somme de deux termes : 

J e (t) = -- [ l {0< x s} (X s+e -X s )ds+- [ l {0<Xs+c} (X s+e -X s )ds. (3) 
6 Jo e Jo 

il (t) '?« 

Theoreme 2.1 On suppose que X est un mouvement brownien standard reel. Alors : 

(i) lim e ^o (ucp) J t (t) = [ff {0<Xa },X s } t = L°. 

(ii) lim e ^o (ucp) l\(t) = f* I {Q<Xs} dX s . 
(m) lim^ (ucp) P e (t) = X+ + \L\. 

Preuve du Theoreme 2.1. Puisque / : x — > l{o<a;} € Lf oc et x — > x + est une primitive de /, le 
Theoreme 4.1 de [6] s'applique : [f(X),X] t existe, vaut 2 ^X t + — X(^ — J* TL{ 0<Xe }dX s ^J et la formule de 
Tanaka donne alors le point (i). Toujours par [6], on a 

lim (ucp) - / Y s (X s+e -X s )ds = f Y s dX s , (4) 
e Jo Jo 

avec Y s = f(X s ) , ce qui donne le point (ii). Le point (Hi) se deduit des deux precedents via la formule 
de Tanaka. □ 

Remarque : Plus generalement, si (X t )t^o est une semi-martingale et (1^) un processus adapte tel que 
t — > Y t admet des limites a gauche, alors (4) a lieu (c.f. [8], Proposition 3.31). Signalons un resultat qui ne 
concerne pas directement 1' approximation du temps local mais qui est tres lie a notre etude : si (Y t ) est un 
processus adapte et localement holderien, alors la convergence (4) a lieu presque surement, uniformement 
pour t e [0,T]. 
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3. Autres schemas d'approximation 



D'apres la decomposition (3) ct lc Theoreme 2.1, J £ (t) se decompose en deux termes ayant chacun unc 
limite. Mais ces deux limites ne s'expriment pas uniquement en fonction du temps local. On cherche done 
une autre decomposition de J e (t) en des termes qui convergent chacun vers une fraction du temps local. 
En ecrivant I{x (tl+e)At >o} - I{x„>o} = I{x (u+£)At >o,x„^o} - ^{x (M+€)At ^o,x u >o}, on obtient facilemcnt : 

j e (t) = iKt) + it(t) + /*(*) + Re®, (5) 

avec I*(t) = ±J X+ +f)M l {Xum du + ^- X^ +e)M K {Xu>0} du, (6) 

m = \ f X-l {X(u+c)At>0} du, J?(t) = - f X+l {X(u+c)Atm du, (7) 
e Jo e Jo 

et R e (t) un terme qui converge presque surement vers 0, uniformement sur les compacts. 

Theoreme 3.1 Si X est le mouvement Brownien standard, alors 

(i) lim^ (ucp)/ e 3 (i) = i^o 

(ii) lim e ^o (ucp) If(t) = lim e ^o (ucp) / e 5 (i) = \h\. 
Remarque : 

1) Ce resultat est encore vrai lorsque X t — L a(s)dB s ou B est un mouvement brownien standard et 
a une fonction definie sur R + , holderienne d'ordre 7 > j et telle que \cr(s)\ > a > . 

2) Nous n'avons pas obtenu separement la convergence de chacun des termes de If (t). 

Preuve du Theoreme 3.1. a) D'apres la formule de Tanaka, 

r(u+e)At ^ 

X {u+e)/\t =X t + / ^{X 3 >0} dX s + x(£(„ +e )At - L u)- 

J u z 

On a unc formule similaire pour X ^ uJ _^^ t . II est aise d'en deduirc que lf{t) est egal a 

(u+e)At \ 1 /"* 

(l{x.>o,x„^o} - l{x sS co,x u >o}) J du + — (L° {u+e)M - L° u )du. (8) 

On ecrit L? u+€ \ At — = /i" +< ^ At Une application du theoreme de Fubini permct montrcr la conver- 
gence du second terme de (8) vers \L®. On utilise le theoreme de Fubini stochastique (c.f. Section IV. 5 
de [4]) pour transformer lc premier terme de (8) en une integrale stochastique. L'inegalite de Doob donne 
alors la convergence de ce terme vers dans L 2 (Q). 

b) II est equivalent d'etudier la convergence de lf(t) ou de l\ (t). On ecrit lf(t) comme la somme d'un 
terme qui converge presque surement vers 0, uniformement sur les compacts, et de : 

7 ST xi h-«> -•(-$)] * + \ [ A « 41 (-% <9) 

ou $ est la fonction de repartition de la gaussienne centree reduite. Par la formule do densite d'occupation : 




dy. 



On en deduit facilemcnt la convergence p.s. de ce terme vers jL®, uniformement sur les compacts. Pour 
le premier terme de (9), on ecrit le terme entre crochet comme une integrale stochastique, puis on utilise 



le theoreme de Fubini pour se ramener une martingale. Une utilisation de l'inegalite de Doob permet 
d'obtenir la convergence vers dans L 2 (£l), uniformement sur les compacts. □ 



4. Vitesse de convergence de J e (t) dans Z 2 (fi) 



Theoreme 4.1 Soit (X t ) le mouvement brownien standard. Pour tout T > 0, 5 e]0, \[, il existe une 
constante Kg telle que : 



Ve e]0,l], 



sup \j e (t)-L° t \ 
te[o,T] 



< K s e*. 



(10) 



L 2 (fi) 



On a un resultat similaire pour la vitesse de convergence de P e {t) vers sa limite, i = 1, . . . , 5. 



Preuve du Theoreme 4.1. On utilise dcs elements des preuves prcccdentcs 



- jf i {0<Xs} dx^ + (i*(t) + (l!(t) \L° t {X)) + Re(t) (11) 

On decompose chaque terme sous la forme J Q h(s, e)dX s + J Q k(s, e)ds. En utilisant la propriete de Holder 
du mouvement Brownien et de son temps local, on majore p.s. sup te [ T j | J Q * k(s, e)ds\ par Ce s . Grace a 
l'inegalite de Doob, on majore i?((sup te [ T j J* h(s, e)dX s ) 2 ) par 4 E(h 2 (s, e))ds. II est possible, aprcs 
des calculs longs et fastidieux, de montrer que ce terme est lui-meme majore par Cy/e. □ 

Remarque : Malheureuscmcnt, (10) nc pcrmct pas dc montrer la convergence p.s. II est toutefois possible, 
en modifiant la preuve du Theoreme 4.1 et en utilisant le lemme dc Borel-Cantelli, de montrer que 
sup tg [ T ] | Je n (t) — L\ J converge presque surement vers 0, lorsque n — > oo, oil (e„)„ £ N est une suite reelle 
positive decroissante tendant vers et telle que V^i < 00 ■ 
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Dear Editor, 

First we would like to gratefully acknowledge the referee for his (her) suggestions. 
According to referee's remark, we have changed the abstract as follows : 
Some Brownian local time approximations 

We give some approximations of the local time process (Lf) t ^o at level x of the real Brownian motion 
(X t ). We prove that f / * X («+e)At I {^^o}^+ f /o X (u+ £ )At I {*»>o} du and § J * X~ ^{x (u+€)At >o}du 
converge in the ucp sense to L°, as e — > 0. We show that \ J (R{ x <x 3+e } — R{x<x 3 })(X s +e — X s )ds 
goes to Lf in L 2 (0) as e — > 0, and that the rate of convergence is of order e a , for any a < \. 

The title of Section 2. has been changed. 

The mistakes on the world "holdcricn" has been corrected 

The bibliography has been homogenized to follow the alphabetic order. 

Yours sincerely. 

Nancy on 20th April 2007, 

B. Berard-Bergery, P. Vallois. 
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